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哦天哪，怎么会有人，5.20，还在这里 read the readings？达芬奇兮云飞扬……

上一章确实比较抽象，或者说，高屋建瓴。（其实上一章感觉接触的也都是有限维的向量空间）

现在终于要继续深入它们的结构。
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2A
其实这些概念已经挺熟悉了。

在读到 2.9 的定义前，我思考的东西正好撞上了这个定义：一个向量空间总可以被其内部的
一组向量张成。当然我的思考并不如书上完备，无限维的向量空间似乎不能被有限大小的向量
组张成。

𝒫𝑚(𝔽)。这里只是浅浅提了一下多项式空间，重点还是在定义有限维和无限维的向量空间上，
稍微有些弯弯绕，但逻辑并无冗余。

线性无关和之前定义的直和 ⊕ 有些相似，结论也相似：如果 𝟎 能以多种方式被表述，那么
其它向量就一定可以以多种方式被表述，反之亦然。

2.16(c) 挺有意思，因为 3 ⋅ 𝟎 = 998244353 ⋅ 𝟎 = 𝟎，这也意味着一个线性无关组内不应有 𝟎

2.22 的构造过程非常重要，关键点是：(1)每次加入线性无关组后必然变成线性相关组 (2)每
次去除元素后仍然张成空间，(1)使得(2)成立，(2)也使得(1)成立，这种构造过程等价于线性
空间的某种结构。

像 2.25 这样的构造过程也是非常好的，我一直想学习这种通过构造过程揭示结构的方式。

做题做题。

习题 1，(0,1,-1), (1,-1,0), (1,0,-1), (0,0,0)，实际上三个（两个）就够了，对于任意
(𝑥, 𝑦, 𝑧)，可以通过加上 𝑧(0, 1, −1) 转化为 (𝑥, 𝑦+ 𝑧, 0)，而这显然是一个 𝑥 = −(𝑦+ 𝑧) 的东
西。

习题 2，组合组合还是 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 这个组，也没有引入新的东西

习题 3，首先后者不小于前者，其次后者能张出的前者也能张出。

习题 4，正文好像讲过

习题 5，t=2

习题 6，这种当且仅当直接列方程组就行了，
{

2𝑥+𝑦+7𝑧=0
3𝑥−𝑦+3𝑧=0
𝑥+2𝑦+𝑐𝑧=0

，{
7𝑥+(6+𝑐)𝑧=0
5𝑥+10𝑧=0 ，5(6 + 𝑐)𝑧− 70𝑧 = 0，

由于 𝑧 = 0 可以推出 𝑥 = 𝑦 = 0，所以 𝑧 ≠ 0，因此推出 𝑐 = 8

习题 7，ℝ 上的，意思就是标量乘法只能用 𝜆 ∈ ℝ，用方程组 {
𝑎+𝑏=0
𝑎−𝑏=0 可以看到确实线性无

关。而在 ℂ 上的话就不能这么列方程组了，应该列成 𝑎(1 + 𝑖) + 𝑏(1 − 𝑖) = 0，假设 𝑎 = 0
可以得到 𝑏 = −1+𝑖

1−𝑖 = −(1+𝑖)2
2 ，



习题 8，同习题 2

习题 9，𝑣2, …, 𝑣𝑚 线性无关，假如题目中的线性相关就意味着 𝑣1 = (4+𝑎)𝑣2+𝑏𝑣3+…
5 ，与题目假

设冲突。

习题 10，同习题 9

习题 11，𝑣𝑘 + 𝑤𝑘 = (𝑎1𝑣1 +…+ 𝑎𝑚𝑣𝑚) + (𝑎1𝑤1 +…+ 𝑎𝑚𝑤𝑚)，似乎并不能得出矛盾，故方向
转为寻找反例。实际上有个显然的反例，那就是 𝑤𝑘 = −𝑣𝑘

习题 12，𝑣𝑘 + 𝑤 = (𝑎1𝑣1 +…+ 𝑎𝑚𝑣𝑚) + (𝑎1 +…+ 𝑎𝑚)𝑤，也就是 𝑤 =
−𝑎1𝑣1+…+(𝑎𝑘−1)𝑣𝑘+…+𝑎𝑚𝑣𝑚

𝑎1+…+𝑎𝑚−1

习题 13，𝑣1, …, 𝑣𝑚,𝑤 线性相关 ⇆𝑤 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)，反之亦然

习题 14，正方向显然，而要从 𝑊 线性无关推出 𝑉 线性无关，由于 𝑣𝑘 可以表示为 𝑤𝑘 −
𝑤𝑘−1 的形式（特别地，𝑣1 = 𝑤1），所以若 𝑉 线性相关，那么表达式必然可以通过变形得到
𝑊 线性相关的结果。

习题 15，由于无关组 ≤ 张成组，而 𝒫4(𝔽) 只需要 1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 五个向量就可以张成，故得
证。

习题 16，同习题 15

习题 17，假如推广一下无关组 ≤ 张成组证明就很简单了……可惜不能，不过看上去挺对的，那
么就顺着这个思路走。

不存在长度大于等于 𝑘 的线性无关组，相当于所有 ≥ 𝑘 的组都线性相关，而线性相关的组一
定可以被更小的组张成，进而被无关组张成，这也意味着空间本身可以被一个 < 𝑘 的无关组
张成，所以空间不是无限维的。

空间维度有限，就适用于无关组 ≤ 张成组了，这个方向显然。

习题 18，跟正文中对多项式的证明一样。

习题 19，多项式空间就是无线维了，所有实值函数那更是。

习题 20，其实无关组 ≤ 张成组就行了。当然，也要尝试其他方向。

嗯，逼着我回想起了多项式零点意味着什么。𝓅𝑘(2) = 0 意味着 𝓅𝑘(𝑧) = (𝑧− 2)(𝑧− 𝑎𝑘,1)(𝑧−
𝑎𝑘,2)⋯(𝑧− 𝑎𝑘,𝑚−1)，不过这好像没啥用？
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